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摘要 : ”本 文 主要 是 采用 构造 的 方法 , 构造 了 一 般 Heron 三 角形 、 倍 角 Heron 三 角形 、 角 
平分 线 为 有 理 数 的 Heron 三 角形 以 及 Heron 四 边 形 . 每 次 构造 都 给 出 了 具体 详细 的 过 程 ， 思维 
清晰 ， 有 迹 可 寻 . 利用 高 中 数学 知识 推导 了 垂 足 三 角 及 其 伴随 三 角形 、 切 点 三 角形 可 成 为 
Heron 三 角形 的 条 件 ， 以 及 倍 角 Heron 三 角形 与 Heron 四 边 形 边 的 通 式 . 利用 高 中 数学 与 初等 
数论 的 知识 , 探究 了 角 平 分 线 为 有 理 数 的 Heron 三 角形 与 至 今 未 解决 的 PSTP〈 完 全 平方 三 角 
形 ) 问 题 的 联系 , 也 比较 全 面 地 研究 了 三 边 成 等 差 数列 的 Heron 三 角形 的 各 种 结论 . 最 后 利用 
本 原色 股 三 角形 的 知识 和 人 解 不 定 方 程 组 , 解决 了 完全 长 方 体 中 一 类 比较 特殊 的 问题 . 


This paper studies the construction of general Heron triangles, Heron triangles with 
multiple angle, Heron triangles with rational angle bisectors, and Heron quadrilaterals. All 
constructions in this paper have rigorous proofs and easy-to-follow steps. Using high school 
mathematics, we find the conditions needed for a pedal triangle and its accompanying triangle, and 
the triangle through the point of tangency to be Heron triangles. The formulas for constructing 
Heron triangles with multiple angle and Heron quadrilaterals are found as well. Using high school 
mathematics and elementary number theory, we study the relationship between Heron triangles with 
rational angle bisectors and the unsolved PSTP problem (Perfect Square Triangular Problem). We 
also study Heron triangles whose sides form arithmetic progressions. Using primitive Pythagorean 
Triangle and a system of diophantine equations, we solve a special kind of problem in the Perfect 


Cuboid Problem. 


关键 词 : 构造 、 研究 、Heron 三 角形 、Heron 四 面体 、 完 全 平方 三 角形 、 完 全 长 方 体 . 


一 .引言 与 预备 知识 


三 边 为 整数 ， 面 积 也 为 整数 的 三 角形 叫 Heron 三 角形 . 老师 在 数学 选修 课 上 对 我 们 讲 ， 
Heron 三 角形 研究 由 来 已 入 ,数学 历史 上 ,大师 欧 拉 研 究 过 ， 大 师 高 斯 构造 了 外 接 圆 半径 为 整 
数 的 Heron 三 角形 . 近代 特别 是 近 三 十 年 ,国内 外 数学 界 对 Heron 三 角形 的 研究 又 热 了 起 来 . 

研究 Heron 三 角形 有 时 要 用 到 初等 数论 的 知识 ， 因 我 原 是 初中 奥 校 的 学 生 ， 老 师 希望 我 
利用 课余 研究 . 我 接受 老师 的 任务 以 后 , 阅读 了 大 量 的 相关 书籍 和 文章 . 沈 康 身 老师 的 书 《 数 
学 的 魅力 》, 杨 世 明 老 师 的 书 《 三 角形 趣 谈 》， 盛 立 人 与 严 镇 军 老 师 的 书 《 从 色 股 定理 谈 起 》， 
讲述 了 Heron 三 角形 的 前 世 今 生 及 研究 的 现状 , 使 我 受益 菲 浅 . 山东 济宁 教育 学 院 的 朱 道 勋 
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老师 在 文 [1] 中 , 讨论 了 Heron 三 角形 的 若干 重要 性 质 ， 天 津 教育 学 院 的 边 欣 与 李 忠 民 老师 在 
文 [2] 中 , 证 明了 Heron 三 角形 系列 新 的 结论 ;华东 石油 大 学 孙 延 照 老 师 在 文 [3] 中 , 研究 了 某 
些 特 殊 Heron 三 角形 的 共同 之 处 ;陕西 镇 安县 中 的 曾 不 刚 老师 在 文 [ 和 中 , 研究 了 内 切 圆 半径 
为 整数 的 Heron 三 角形 ; 四 川 永川 的 姚 勇 老师 在 文 [5] 中 ,研究 了 周 长 是 面积 大 倍 的 Heron 三 角 
形 . 这 些 文章 都 对 我 的 启发 很 大 . 

因为 研究 Heron 三 角形 的 人 多 , 文章 质量 也 高 , 我 只 能 采取 见缝插针 、 另 辟 溪 径 的 方法 , 
利用 近 一 年 的 课余 时 间 探 究 得 到 了 一 些 的 比较 满意 的 结论 , 现 从 以 下 几 个 方面 , 择 其 主要 结 
果 来 介绍 我 的 研究 .为 了 行文 的 需要 ， 先 介绍 一 些 预备 知识 和 文章 中 的 某 些 约定 : 

1. a, b,c ,p, S, 7, RR 分别 表 示 三 角形 三 边 ,， 半 周 长 , 面积 ,内 切 圆 半径 ,外 接 圆 半径 . a, b, c 
所 对 角 分 别 是 4, B, C. 


(1)s= MP(P 一 0 一 六 一 9) 


C 
(2) 5 sinB sinC =2R 

2 2 2 1 上 Tc 一 0 
(3)a =b’ +c’—2bccosA 一 cos4 = pe 


(4)S=1p 
2. 三 边 为 整数 的 三 角形 称 为 勾 股 三 角形 ,三 边 互 素 的 勾 股 三 角形 称 为 本 原色 股 三 角形 . 
本 原 勾 股 三 角形 两 直角 边 一 奇 一 偶 ， 因 此 本 原色 股 三 角形 必 为 Heron 三 角形 . 本 原色 股 三 角 
形 三 边 可 表示 为 : 
a=2st,b=s tc=s +f,s,teN',(s,t)=1,2|st. 
3. 三 边 互 素 的 Heron 三 角形 称 为 本 原 Heron 三 角形 . 本 原 Heron 三 角形 三 边 必 是 两 奇 一 偶 . 
4. Heron 三 角形 中 ,x R, sink, cosA, fanA, far 地 均 为 有 理 数 . 


5. Heron 三 角形 的 最 短 边 长 是 3, 面积 是 6 的 倍数 . 
6. 存在 这 样 的 圆 : 它 上 面 有 这 样 的 n(n >3) 个 点 ， 以 其 中 任 三 个 点 为 顶点 的 三 角形 都 是 


海伦 三 角形 ， 并 且 以 任 三 个 点 为 顶点 的 三 角形 的 角 平 分 线 也 是 整数 . 


二 . Heron 三 角形 的 构造 


说 到 研究 Heron 三 角形 ， 寻找 或 者 构造 Heron 三 角形 是 很 多 研究 者 一 直 都 在 做 的 事情 . 虽 
然 目 前 还 没有 找到 一 种 通 式 , 可 以 包含 所 有 的 Heron 三 角形 , 但 研究 者 从 不 同 角度 出 发 ， 采 用 
不 同 的 方法 , 都 得 到 了 一 些 好 的 结果 . 漳 北 大 学 的 郑 美 玉 、 空 军 雷 达 学 院 的 姚 兆 栋 、 四 川 龙 溪 
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中 学 吴 波 等 儿 位 老师 的 研究 最 为 突出 . 不 过 ， 有 些 研究 者 的 构造 来 得 突然 , 缺少 过 程 ， 让 人 不 


好 理解 . 我 利用 本 原 勾 股 三 角形 与 余弦 定理 , 构造 出 下 面 四 种 类 型 的 Heron 三 角形 . 
探究 1. 构造 和 4BC， 使 三 边 长 a,b,c 与 面积 $ 都 是 正 整 数 . 


有 


解 在 人 ABC 中 , 由 余 绞 定 怪 


好 = 及 +c 一 25ccos4 


令 cos = 上 ,其 中 (p,q )= 
q 


好 三 大 上 ec —2bcL 
9 


一 ga = gb’+ dc” —2bcp 


1, 且 q>|p|, 则 


> (ga) =(gb) +(ge)—2bcpq=( gb—pc) + (9 一 站)c- 


有 (qa) = (gb—pc) + (mc) 


二 2 
qa=x 十 y 
令 Pe 
mc = xX—y 
好 十 
Pe a 
,4 多 
Pt 一 y ) + 2mxy 
一 b= O) 
2 2 
二 
CT m 
ga=x +y 
或 者 ”4gqb 一 pc=x 一 y 
mc = 2xy 
好 十 
(一 
4 2 
m(x —y ) + 2pxy 
= 5b a (9) 
2 
2 
m 


其 中 x,yeN',x>y, (x,y)=1,2|xy. 
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由 四 有 , 拓 = +p 不 妨 设 g= + 了,p=s 一 ?m= 2st, 或 者 qg = 5s +f m=s 一 fp = 
2st. 其 中 s,t EeN',s>1,(s,1)= 1,2| si. 


由 @ 有 
ey 
4 57 + 2 
p (s—7) (x —y’) + 4stxy @ 
2 mere ee ed eeoeoeoee 
281(s 十 三 
2 
be i 
2st 
这 和 2 
4 57 +f 2 
、 22st oy ) +2 (sr ry 
或 者 b= (7 一 7 J + 问 i G) 
2—y 
6 -2 
下 
Cr 37 十 万 
De 2 2 
SLLX 一 》) TU9 一 三 )Xy 
由 @ 有 b= i a ] ed G) 
2 
CT gt 
2 
4 37 + 2 
(s—r ) (x —y’) + 4stxy 
或 者 b= (8 一 严 J 十 门 3 (DD) 
2 
0 
S I 


以 上 四 组 中 所 表示 的 三 角形 三 边 都 是 有 理 数 ， 若 要 得 到 整 边 三 角形 ;只 要 在 各 组 中 三 边 
同 乘 它们 分 母 的 最 小 公 倍 数 即 可 .由 @, @@, @, @ 分 别 得 到 四 类 整 边 三 角形 的 三 边 的 表达 式 : 
| a=2st(x +y’) 
第 I 类 


第 工 ; b=(s—t)(x—y)+4stxy 
c=(s +NX—y) 


a=(sS—t) +y) 
第 I 类 b=2st x 一 y+2(s 一 fxy 
c=(s +r )(x—y) 
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= st(x 十 yy 
第 TT 类 1b=st(x—y) + (sf )xy 
c=xy(s +r) 


a=(s—t)(x +y’) 

第 人 类 bp=(s—rt)(x—y) +4stxy 
c=2xy(s +f) 

其 中 x, ye N',x>y, (x,y)=1,2|xy; s,t EN',s>1,(s,t)=1, H 2|st. 

现在 验证 第 I 类 三 角形 的 面积 为 正 整 数 ; 


2 2 
由 cos4 = 二 有 = 因为 此 时 m = 2st, g = s++ 
2 


所 以 ,sin4 = 一 ， 于 是 ,面积 


1 2st 
$= 7 be sinA = 3 [Cs—t xy) + 4stxy]x(s +r x—y )x 一 2 


= 51( 和 一 六 [ss—r N(x—y) + 4stxy] 
显然 ,8 是 正 整 数 . 因此 ,第 一 类 三 角形 是 Heron 三 角形 . 仿 此 可 验证 其 他 三 类 三 角形 都 是 


Heron 三 角形 . 


不 排除 处 于 不 同类 型 中 的 两 个 三 角形 有 全 等 的 可 能 性 ， 甚 至 同一 类 型 中 的 两 个 三 角形 也 


很 显然 第 II 类 型 中 的 三 角形 边 长 都 是 偶数 . 
如 果 在 这 四 类 三 角形 中 , 三 边 同 时 约 去 它们 的 最 大 公 因 数 ， 得 到 的 三 角形 就 是 本 原 Heron 


三 角形 . 


如 果 s,f 与 x,y 只 取 前 4 个 正 整 数 1，2，3，4， 根 据 s,t 与 x,y 的 限制 ， 数 对 ( sz) 与 数 


对 (x,y ) 可 任意 对 应 于 ( 2 ,1 ), ( 4, 1 ), (3, 2 ), (4,3 ) 中 的 一 种 取 值 , 共有 16 组 不 同 取 法 . 现任 


取 其 中 8 组 不 同 取 值 ， 根 据 四 个 不 同类 型 三 角形 三 边 的 表达 式 ， 共 得 到 32 个 三 角形 . 下 面 由 


列表 形式 给 出 其 中 16 种 , 用 以 验证 推导 与 猜测 的 正确 性 : 
第 [类 第 开 类 第 [了 类 第 IV 类 
| X=4 a=100 a=75 a=50 a=75 
t=1] "(y=3 bp=117 p= 100 bp=50 bp=117 
c=35 c= 35 c=60 c= 120 
S = 1638. S= 1050 $= 1200 S= 4212 
本 原 Heron 人 和信 
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必要 es a=104 a= 195 a=52 a=195 
t=1 "(y=2 b=171 b= 220 b=110 bp=171 
c= 85 c= 85 c= 102 c= 204 
S = 3420 S = 8250 S = 2640 S=5130 
本 原 Heron 人 和信 
| a = 204 a= 85 a= 102 a=85 
t=2 "(y=1 bp=171 b= 220 b=110 bp=171 
c= 195 c= 195 c= 52 c= 104 
S= 15390 S = 8250 S = 2640 S =3420 
本 原 Heron 信 
| 过 人 | 2 a=20 a= 15 a=10 a= 15 
t=1] "\y=1 b=25 b=24 b=12 b=25 
c= 15 c= 15 c= 10 c=20 
S=150 S=108 S=48 S=150 
人 性 a=312 a=91 a=156 a=91 
t=3 ’\ y=2 b = 323 b= 204 b= 102 b= 323 
c= 125 c= 125 c=150 c=300 
S= 19380 S=3570 S =7344 S=13566 
本 原 Heron 人 和信 本 原 Heron 信 本 原 Heron 信 
| =4 | a=40 a=75 a=20 a=75 
t=1 "| y= bp=77 bp= 84 b=42 bp=77 
c= S51 c= S51 c=34 c=0608 
S = 924 S=1890 S=336 S=2310 
本 原 Heron 人 和信 本 原 Heron 信 
ps 1 a=60 a=25 a=30 a =25 
f=2 "| y= bp=63 bp=56 b=28 bp=63 
c=39 c= 39 c=26 c= 52 
S= 1134 S =420 S=336 S=630 
本 原 Heron 信 本 原 Heron 信 
人 a=156 a=65 a=78 a=65 
1=2 =2 b=169 bp= 120 bp=60 bp=169 
c= 65 c= 065 c=78 c=156 
S= 5070 S=1500 S=2160 S=5070 


三 . 垂 足 三 角形 及 其 伴随 三 角形 、 切 点 三 角形 的 研究 


1 
[= 


老师 们 研究 的 比较 干净 了 . 我 只 发 现 垂 足 三 角形 与 切 点 三 角形 还 可 作 点 文章 .为 了 研究 的 必要 ， 


消 见 的 三 角形 或 者 三 角形 中 的 特殊 点 、 特 殊 线 与 Heron 三 角形 之 间 的 关系 ,已 被 早 前 的 
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先 给 出 如 下 定义 : 


以 三 角形 三 条 高 的 垂 足 为 顶点 的 三 角形 称 为 这 个 三 角形 的 垂 足 三 角形 ; 
以 重心 关于 三 边 的 对 称 点 为 顶点 的 三 角形 称 为 垂 足 三 角形 的 伴随 三 角形 ; 
以 内 切 圆 与 三 边 的 切 点 为 顶点 的 三 角形 称 为 切 点 三 角形 . 
探究 2. 存在 锐角 Heron 三 角形 , 它 的 垂 足 三 角形 及 其 伴随 三 角形 均 为 Heron 三 角形 . 
解 : 如 图 , A4BC 是 锐角 Heron 三 角形 , ADEF 它 的 垂 足 三 角形 , AGMN 是 ADEF 的 伴随 
三 角形 . 
在 四 边 形 AEHF 中 ,因为 ZAFH =LAEH = 了， 所 以 ZA 


+LEHF = x, LBHC=ALEHF=A 一 人 A. 同 理 , LCHA = x 人 LB， 
LAHB= x—C. 
因为 , G, 如 关于 BC 对 称 , 所 以 , ZBGC= LBHC= x 一 人 A 
一 ZA+ LBGC= Xx 故 四 点 4,B,G, C 共 圆 , 即 G 在 A4BC 的 外 
接 圆 上 . 同 理 , M,N 也 在 A4BC 的 外 接 圆 上 . 
因为 BG = BH= BN, 所 以 人 GBN 是 等 腰 三 角形 ， 且 人 GBN = 
LGBH+ LHBN=2( LHBF+ LHBD)=2 LB 
ZBGN= 全 全 -4 一/B. 仿 此 有 , 人 CGM = 3 一 和 C, 从 而 , CMGN= LBGC 一 
Zz 
2 


2 2 


LBGN— ZBGN=(4 一 人 4) 一 (了 一 人 B) —(3 —LC)= 7 -244. 


同 理 , ZGNM =z 一 2 人 C, NMG = 一 2 人 B. 
因为 HG = 2 HD, HM =2 HE, HN=2HF, 所 以 人 GMN 一 ADEP 相似 比 为 2. A4BC 与 
和信 GMN 有 相同 的 外 接 圆 ， 因而 和信 GMN 的 外 接 圆 半径 亦 为 R. 
从 而 , GM = 2Rsin 人 人 GNM = 2R sin (x —2LO0)=2R sin2C. 
同 理 , NM = 2Rsin2A, GN = 2Rsin 2B， 所 以 , DE = R sin2C, EF = Rsin2A, FD = Rsin 2B. 


1 1 
人 DEF 的 面积 Sapgr = 7 DEXDF sin 人 EDF = 7 XR sin2Cx Rsin 2B xsin ( x—24) 


b 
R2 sin2A sin2B sin2C = 4R? sinA sinB sinC cosA cosB cosC= Coy4 cosB cosC 


I 一 


= 28 cos4 cosB cosC 

和 AGMMN 的 面积 SAcwv = 8S cos4 cosB cosC. 

在 Heron 八 ABC 中 ,S, COSA, COSB, COSC, sinA , sinB, sinC ,R 均 为 有 理 数 , 所 以 , 和 人 DEF 的 三 
边 及 面积 均 为 有 理 数 , 同 理 , 人 GMN 的 三 边 及 面积 也 是 有 理 数 , 因此 , 若 将 Heron 信 ABC 相似 
放大 , 会 使 ADEF 的 三 边 及 面积 、 信 GMN 的 三 边 及 面积 
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均 为 正 整 数 . 即 存在 锐角 Heron 三 角形 , 它 的 垂 足 三 角形 及 其 伴随 三 角形 均 为 Heron 三 角形 . 


探究 3. 存 在 FeronzA4BC,， 以 0 为 内 心 , 当 04, 0B, OC 均 为 有 理 数 时 , 切 点 ADPEF 亦 为 
Heron 三 角形 . 
解 :如 图 . 连 OE, OF， 在 四 边 形 AEOF 中 ， 易 知 O4 上 FF 
且 O4 平分 EF. 


A 
在 RLAEMO 中 , ME = rsin 人 EO0A = r sin( = 3e 


B D C 


A A ye S 
reosy MF=2rc0sy . 因 4E=P 一 4 为 有 理 数 , O4 也 为 有 


品 \ A ss » 口 \ 口 \ A » 口 \ 口 和 
理 数 一 cos = -1 为 有 理 数 ,又 上 为 有 理 数 一 MPF= 2rcos9 为 有 理 数 , 同 理 , FD, DE 为 


有 理 数 . 
1 ，. 1 ，. 1 ，. ， 1 ，. 1 
Sagor = 57 sin LEOF = 7 7 sin( 7 一 4) = 7 7 sinA. 同 理 , S^por = 3 TsinB, Sapog = 3 


1 2 下 
jsiz2C. SApEF= 7 产 (sink + sinB 二 sinC)， 因 x, sinh , sinB , sinC 均 为 有 理 数 ， 所 以 , Spar 为 有 理 


数 .如 果 将 人 ABC 相 似 放 大 ， 有 理 人 DEF 可 放大 为 本 原 Heron 三 角形 . 


四 . 倍 角 Heron 三 角形 的 研究 及 通 式 的 推导 


在 奥 校 时 , 我 曾 做 过 1991 年 美国 第 20 届 数 学 奥林匹克 竞赛 题 : 在 A4BC 中 , 人 A =2 一 B， 
和 C 是 钝 角 , 三 条 边 长 a, b,c 都 是 整数 , 求 周 长 的 最 小 值 . 现 改 编 如 下 : 
探究 4. 在 本 原 FEeronA4BC 中 , 若 A4 = 2 人 LB, 求 周 长 和 面积 的 最 小 值 . 


解 : 由 正弦 定理 与 余弦 定理 有 ， 
a SinA sin2B c+a 


一 dc 一 0 一 b+ 有 =0 一 (c 一 (一 5 一 的 =0 一 c= 六 或 者 0 一 pc 一 大 = 0. 
若 c=b, 则 ZLB= ZC, 由 ZA+ LB+ LC=X 二 4LB=Xx 志 LB= 4 , 易 知人 ABC 为 等 


腰 直角 三 解 形 , ZA = 3 .这 时 ,a = V2 b, 因 b < N', 知 a 为 无 理 数 , 矛盾 . 


所 以 ,a 一 bc 一 b*=0 坊 aq =b(b+c) @ 
若 ( b,c )=4d>1, 则 由 GO 知 dla, 与 题 设 了 矛盾. 故 (b,c )=1, 进而 (b,b+c)=1. 
由 Q@@ 式 知 ,5 与 bp + c 都 是 完全 平方 数 , 可 设 = mm,b+c=, m,n EN 这 时 ,a = mn, 
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和 
于 


华南 师范 大 学 附属 中 


Heron 三 角形 的 构造 及 性 质 研 究 
a=mn 
一 a , (m,n )=1. 
c=n’—m 
Ha>b, Ka>cm>n -mmnt+1)>n So mn 


若 b>c. 卓 
由 p+c>a 二 n> mn 过 n>m, 矛盾. 所 以 ,b<c. 
此 时 如 果 a>c 依 前 述 推导 矛盾 . 因此 , 只 有 b<a<c. 


a<cm<n—mm(nt+1)<n,m<n—l. 
Fm>m—m=>m(nt+2)>n Sm>n—1l. 


Ha+b>comnt 
Hbp=n 一 1>3 一 b>4, 于 是 有 


所 以 ,m=n 一 1, EH 
二 
a=n’—n 

其 中 n>4,neN.. 


b=n 一 | 
因为 本 原 Heron 三 角形 三 边 为 两 奇 一 偶 ， 故 n 为 偶数 .从 w b,c 的 表达 式 易 知 ， 随 着 n 


c=n—n+i+1 


首 大 ， 因 此 ， 当 n 最 小 时 ， 周 长 与 面积 同时 最 小 . 


的 + 


兽 大 , qa, b,c 同时 二 
经 检验 , n 的 最 小 值 为 10, 可 算得 周 长 最 小 为 190， 面积 最 小 值 为 380. 
承接 探究 4, 定义 倍数 的 Heron 三 角形 : 其 中 一 个 内 角 是 另 一 个 内 角 的 倍数 的 Heron 三 角 


形 叫 倍 角 Heron 三 角形 . 下 面 推导 倍 角 Heron 三 角形 三 边 的 通 式 : 


探究 5. 在 本 原 Heron 八 ABC 中 , 车 人 A =n 人 人 B, 求 三 边 a, b,c 的 通 式 : 


解 : 由 正弦 定理 有 
A 


a = 2RsinnB 


| b=2RsinB 
c=2Rsin(n+1)B 


a 


利用 棣 莫 佛 定理 ,不 难 求 个 


n-l 


各 
sinnB= 》 (—1) C2 (cosB) (SinB) 


日 
(—1) C2! (cosB)™ sinB)2 
cosB)™— <(sinB) 


si 
k=0 
于 是 ,有 
人 
a: b: c= (—1) C2 (cosB)” (sinB)”: 1: (—1) Co 
er #30 
B q—p” 2 
令 1017F = 本 ,p,q EN', H(p,g)=1. 则 cosB = 7 , SinB= ee 
9 


谭 
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n-l 


和 2 
十 4d —p” ) = 
一 a: b: a (—1).C* '( grip ) ‘9 ) 门 : 1 


加 
> ee 1 Cr 阐 


于 是 , 得 到 三 边 a, b,c 的 通 式 : 


a 


2 
CQ 一 > (—1) C9 (2gp)(q’ +p’) (gq” py 


五 、 有 理 角 平分 线 的 Heron 三 角形 与 完全 平方 三 角形 问题 (PSTP) 的 联系 


Heron 三 角形 的 研究 中 存在 一 些 长 期 未 能 解决 的 问题 ,比如 中 线 问题 (是 否 存在 三 条 中 线 
都 是 有 理 数 的 Heron 三 角形 ), 完全 平方 三 角形 问题 ( 即 PSTP 问题 : 是 否 存在 三 条 边 都 是 
平方 数 且 角 平 分 线 都 是 有 理 数 的 三 角形 ) 等 ， 类 比 于 中 线 问 题 , 是 否 存在 角 平 分 线 都 为 有 理 数 
的 Heron 三 角形 ?如果 存 在 ,是 有 限 个 还 是 无 限 个 ? 能 和 否 找 出 所 有 和 角 平 分 线 为 有 理 数 的 Heron 
三 角形 ? 这 样 的 研究 是 有 有 助 于 (PSTP) 的 研究 吗 ? 

探究 6. 设 (a,b,c) 为 一 组 锐角 三 角形 的 本 原 Heron 数组 ， 则 由 公式 


m=a’(b*+c*—a’) 
n=b’(a +c —b’) 
k=c (a +b’ -ce’) 


给 出 的 数组 (m,n,k) 是 一 组 Heron 数组 旦 相应 的 Heron 三 角形 


的 三 条 角 平 分 线 都 是 有 理 数 . 
证 明 : 设 A4BC 是 三 边 分 别 为 Heron 数组 (a,b,c) 的 本 原 


Heron 三 角形 ， 由 假设 条 件 知 : A4BC 是 锐角 三 角形 ， 因 此 A4BC 的 外 接 圆 的 圆心 0 在 AABC 
的 内 部 . 作 A4BC 的 外 接 圆 O; 过 4,B,C 分 别 作 圆 的 三 条 切线 ， 这 三 条 切线 必 两 两 相交 构成 


AMNK (如 图 1 所 示 ) 注意 到 


LBOC =2ZLBAC ,tan A= tan LBAC e 0,， 


区 的 构造 及 性 质 和 


多 


Heron 二 
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设 r= 0h=0B=0C 为 圆 的 半径 ， 故 re OQ， 从 而 MC =rtan Ae0. 同 理 NCeQ， 这 


样 ，MN = MC +CN e OQ. 同 理 MK <O,NK eQ， 所 以 三 角形 MNK 和 名 边 都 是 有 理 


数 ， 


叉 ANMK =2(7— LBAC)= 4 -24, 所 以 sin ANMK =sin2A=2sinAcosAeO. 


同 理 ， ZMKN = x -2C, 人 LMNK = Xx-2B, sin LMKN ,sin LMNK e 0. 


又 在 AMNK 中 cos 人 NMK =-cos2A=sin*A-cos*AeO, 


同 理 cos K,cosN eO. 


因此 AMNK 的 面积 Sumx = 了 MN x MK xsin ZNMK eQ， 


对 AMNK 的 LNMK 的 角 平 分 线 dy ， 我 们 有 : 


dy MN MN MN 
sinN sin(K+M/2) sin(K+(x/2-A)) cos(K-A) 


又 cos(K -A)=cosKcosAtsinKsinAeQO， 从 而 人 NMK 的 角 平 分 线 dy 为 有 理 数 . 


AMNK 的 另 两 条 角 平 分 线 也 为 有 理 数 . 


同 理 


综 上 可 得 ， 


AMNK 的 边 长 、 面 积 和 三 条 角 平 分 线 都 是 有 理 


数 ， 


再 把 AMNK 放 缩 有 理 数 倍 便 可 以 得 到 一 个 边 长 为 本 原 Heron 数组 ， 而 面积 为 整数 ， 角 平 


分 线 为 有 理 数 的 本 原 Heron 三 角形 .下 面 证 明 公 式 组 成 立 : 
由 于 , MC = rtan A,NC =rtanB, sinA = sinB = > 
r 


>» 


> 
万? 十 和 2 一 万 
6 
C 2ac 
3 
因此 ,MN =r(tan A+tanB)= 3 Go 二 ee 3 2 人 
D +c -a a tc-b’ (b+c -a’)(a +c -Db’) 


2abic 


2aibc 


同 理 , MK = 


(br+c -a )(a +b -ce) 


由 MN, MK, KN 约 去 一 个 公共 的 有 理 数 便 得 : 
m=a’(b*+c ~a’ 
1 =D2(o +c’—b’) 
k=c(a +b -ce’) 


探究 


7 : 设 (cp,c) 为 一 组 钝 角 三 角形 的 本 原 Heron 数组 ， 即 满足 c* > a? +b”， 则 由 


N= 
(a +b’—c’)(a’ +c’ —b’) 


S 
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m=a’(b*+c*—a’) 
n=b’ (a +c —b’) 
k=c’(c ~-a’—b’) 


给 出 的 数组 (m,n,k) 是 一 组 Heron 数组 且 相 应 的 Heron 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 都 是 有 理 数 . 


仿 探 究 6 的 推导 , 不 难 推 导出 探究 7 的 结论 也 是 成 立 的 . 
探究 6, 探究 7 根据 锐角 或 钝 角 本 原 Heron 三 角形 构造 出 了 角 平 分 线 为 有 理 数 的 Heron 
三 角形 . 如 果 逆 向 思维 , 我们 又 会 得 到 什么 结论 呢 ? 
探究 8 : 如 果 数 组 (m,n,k) 是 一 组 Heron 数组 且 相 应 的 Heron 三 角形 AMNK 的 三 条 角 平 


分 线 都 是 有 理 数 ， 那 么 数组 (m,n,k) 可 以 表示 为 : 
m=Aa’(b’ +c” —a’) 

n=Ab’(a’ +c”—b’), (8.1) 
k=Ac (a +b” ce’) 


其 中 4eQO，(a,b,c) 为 一 组 锐角 三 角形 的 本 原 Heron 数组 .或 者 


m= a’ (+c —a’) 
n=Ab’(a’ +c’—b’), (8.2) 
k=Ac’(c’ -a —b’) 


其 中 4eQO，(a,b,c) 为 一 组 钝 角 三 角形 的 本 原 Heron 数组 且 c? > a2 +b?. 


证 明 : 如 果 数 组 (m,n,k) 是 一 组 Heron 数组 且 相 应 的 Heron 三 角形 AMNK 的 三 条 角 平 分 


线 都 是 有 理 数 ， 则 AMNK 必 有 内 切 圆 0. 设 圆 O 与 AMNK 的 三 个 切 点 分 别 为 A, B,C ， 当 三 角 


形 ABC 为 锐角 三 角形 ， 由 定理 探究 6 的 推导 ， 我 们 有 : 
LANMK = 2 ABAC) =X-2A, LMKN = 六 -2C,LMNK =x -2B. 


再 由 假设 条 件 和 预备 知识 6, 我 们 有 : sin 4,sin B,sinC e 0,re OQ，, 从 而 BC,AC,ABeO 上 有 H 


Smpc esO. 再 通过 放 缩 三 角形 4BC, 可 使 其 成 为 本 原 Heron 三 角形 , 记 其 三 边 分 别 为 a, p, c， 当 


三 角形 4BC 为 锐角 三 角形 ， 由 探究 6， 数组 (m,n,k) 可 以 表示 为 : 


m= Aa’(b* +c —a’) 
n=Ab’(a’ +c”—b’), 
k=Ac (a +b’ -ce’) 


其 中 4eQ，(a,b,c) 为 一 组 锐角 三 角形 的 本 原 Heron 数组 . 当 三 角形 ABC 为 钝 角 三 角形 ， 
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由 探究 7 同样 可 得 〈8.2) 式 的 证 明 . 

由 定理 探究 6 与 探究 7, 可 知 , 利用 一 个 Heron 三 角形 (不 论 是 锐角 三 角形 , 钝 角 三 角形 )， 
我 们 都 可 以 构造 出 一 个 角 平 分 线 都 为 有 理 数 的 Heron 三 角形 ， 而 探究 8 又 告诉 我 们 ， 这 类 角 
平分 线 都 为 有 理 数 的 Heron 三 角形 都 可 表 为 形 如 (8.1) 或 (8.2) 式 . 

探究 9: ” 设 (a,b,c) 为 本 原 Heron 数组 ， 如 果 相 似 于 三 边 分 别 为 a?(b? +c? a”)、 


bp (a +c -bp )、c (a ” +b? -Cc ) 的 本 原 Heron 三 角形 的 三 条 边 都 是 平方 数 ， 则 存在 正 整 数 
x, yz 满足 


Xx +y =c’ 
Xx :+z 一 已? 


y” 十 Z? =a? 
且 x*y ?+y zx +z x 为 平方 数 . 反之 ， 如 果 存 在 正 整 数 x,y,z 满 足 


上 述 条 件 ， 则 相似 于 三 边 分 别 为 a*(b*+c -a )、b’(a*+c -bP)、c*(a*+b”-c ) 的 本 原 


Heron 三 角形 的 三 条 边 都 是 平方 数 且 角 平 分 线 均 为 有 理 数 . 
证 明 : 由 于 (a,b,c) 为 本 原 Heron 数组 ， 故 ap,c 中 恰 有 一 个 偶数 和 两 个 奇数 且 (a,p,c) =1. 


由 对 称 性 ， 我 们 不 妨 设 b,c 为 奇数 ，a 为 偶数 . 


设 相 似 于 三 边 分 别 为 a*(b*+c -a)、b’(a*+c -bp )、c*(a*+b*-c ) 的 本 原 Heron 


三 角形 的 三 条 边 都 是 平方 数 ， 则 必 有 正 整 数 4,u,v,w 满足: 


a’(b* +c’ -a’)= Au’ 
b’(a’+c’—-b’)=Av’ (9.1) 
ca +b’ -ce’)= Mo 


其 中 多 中 没有 平方 因子 ， 从 而 必 有 整数 x,y,z 使 得 


b’*+c -a’=Ax’ 2c* =A(x + y’) 
a +c’-b =Ay*. BW12b’ = A(x’ +z’). 
a +b’ -c= Az’ 2a” =A(y” +z’) 


由 于 (a,b,c)=1， 故 4|2. 比 较 (9.1) 式 的 奇偶 性 ， 我 们 有 4 =2. 于 是 


br+c ~—a’ =2x’ x +y = 
a*+c’ -b=2y”*. 即 ix* +z =b7. 
a +b -c=2z’ y +z =a” 
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由 于 三 边 分 别 为 az(22 +c2 -a)、b*(a*+c*-b")、c*(a* +b -cc ) 的 三 角形 为 Heron 


三 角形 ， 对 此 三 角形 我 们 有 ， 半 周 长 p=2(x*y*+y*z*+zx) ， 面 积 


S = 472y2z2 /2y2 + y2z2 十 z2X2 .从 而 妇 272 二 72z2 +z2x2 为 平方 数 . 
x? +y’ =C? 
反之 ， 如 果 存 在 正 整 数 x,y,z 满 足 x? +z? =b? 


y +z =a’ 


日 x y’ + yz’ + ZX 为 平方 数 .容易 验证 三 边 分 别 为 a*x”、 b’y’、 cz” 的 三 角形 为 Heron 三 


角形 ， 三 条 边 都 是 平方 数 上 且 角 平分 线 均 为 有 理 数 . 故 定理 成 立 . 
探究 10: 设 (a,p,c) 为 本 原 Heron 数组 且 满 足 c”> a” +b”， 若 相似 于 三 边 分 别 为 


a (bp*Y+c -a )、b’ (a *+c -bY)、c*(c* 一 a? 一 刀 ) 的 本 原 Heron 三 角形 的 三 条 边 都 
是 平方 数 ， 则 存在 正 整数 XxX, y,Z 满足 


x +y =c? 
X2 z=pb? 


y? = 
上 2X2y2 一 y?z? 一 Zz2xX? 为 平方 数 . 反之 ， 如果 存 在 正 整数 x,y,z 满 足 


上 述 条 件 ， 则 相似 于 三 边 分 别 为 a*(57+c -a)、pb*(a +c* -bp*)、c (c*-a 下 ) 的 本 原 


Heron 三 角形 的 三 条 边 都 是 平方 数 且 角 平 分 线 均 为 有 理 数 . 

由 探究 9 与 探究 10 可 知 ，PS7P 问题 解 的 存在 ， 完 全 等 同 于 探究 9 或 者 探究 10 中 四 个 不 
定 方程 构成 的 方程 组 的 解 的 存在 . 因此 , 我 们 为 最 终 解决 PSTP 问题 提供 了 新 的 分 析 角 度 和 处 
理 方 法 


六 . 本 原 Heron 三 角形 的 元 素 组 成 等 差 数 列 的 研究 


探究 11. 已 知 本 原 Heron 人 ABC， 三 边 长 a, b,c 成 等 差 数 列 ， 且 a > > c,， 现 判断 下 列 问 
题 的 正确 性 : 

(1 )a,b,c 与 $ 能 组 成 等 差 数 列 吗 ? 

(2 ) mc,a 能 组 成 等 产 数 列 吗 ? 

(3 )c,a,5 能 组 成 等 差 数 列 吗 ? 

(4)h,b,S 能 组 成 等 差 数 列 吗 ? 
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解 : 先 证 见 7 都 是 正 整 数 . 
因 本 原 海 伦 三 角形 三 边 为 两 奇 一 偶 ， 故 设 a = 2n 二 b=2n,c=2n 一 kK( 0<k<n,n,kewN', 
且 k 为 奇数 ),p = 3n. 
3nn—Ann+k) = 一 后 


因为 5 为 正 整 数 ， 所 以 V3(w 一 局 为 正 整 数 ,可 设 妈 一 局 = 3702 7 eeN'. 


ee 
VE 


由 S$S=rp 过 r= 
(1) 因 5= 才 r(a+b+c)>ra>a 可 能 组 成 的 等 差 数 列 是 c,b,a, 5 
S—a=k>m3m A) =2n+2k = nantk)=4(nt+ky 


一 312 (nD=4(nt+k) no—4n=(3n +4)k se 个 

一 3n+43n—4n 

因为 3n 一 4n=n(3rn+4) 一 8n, 所 以 3n2+4|8n, 当 n>3 时 ,3n2+4> 8n. 
只 有 n=2 时 ,16|16. 再 由 人 解 得 上 E= 1. 此 时 , 三 角形 三 边 为 3, 4, 5 ,面积 5S= 
此 时 , c, b, a, 5 可 组 成 等 差 数 列 . 


(2) 大 x,c,a 可 组 成 等 差 数 列 , 则 c 一 r= 2k. 
3 
3 


2| 11722 因为 (2, 11)=1, 所 以 ,2 | 二 2ln. 设 n=2g,g e N，, 则 有 
11x40 = 36x2dgK 一 28 尼 110 一 18%K+T7 尼 =0 

11 
(11g 一 7D (4 一 曲 =0 僵 K=4 或 者 E= 了 4. 


2n—3k= ,S32n—3R) =n oR ,SS 1ln =36nk—28R 


U 


若 k=g, 则 n=2g=2k, 坟 a= 5k,c=3k,r=k， 此 时 ,7r,c,a 可 组 成 等 差 数 列 . 
11 
若 太 = 了 9 ， 再 令 q=7u,ueN. Rk= 11u, n= 14u, SS a= 3%,c= 17u,r= 5u. 


显然 , a 一 c 关 c 一 r. 此 时 , x, c, a 不 能 组 成 等 差 数 列 . 

综 上 所 述 ， 当 a, c,r 分别 取 5k, 3k,k 时 , 可 组 成 等 差 数 列 . 

(3 ) 车 c,a,5 能 组 成 等 差 数 列 , 则 24=c+5, 寺 2(2n+k)=(2n 一 kK)+n3m—A) 
一 21+3K=7m30 一 癌 © 


根据 前 述 , 友 2 一 尼 =312 ,me N' 寺 (n 一 kK)(n+k)=3mxm 
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_k 3 , 
令 一 ”= 一 = 人 人, 其 中 p,g 均 为 正 整 数 ,(p,g)=1. 


_mp 3 
n—k =—— = 
q | 
mq TI _m,3g_p 
i 让 
p p dq 


=> n: k=(39 +p’): (39 —p?), 


2 
si n=(3g +p’ )4 各 
仅 人 其 中 4 se N 


代入 @ 式 , 有 159 一 p> =6pq(3q +p?)4, 过 >q[15g 一 6p(3q +p )N]=p” 


因为 (p,q )= 1 坊 (pg ) = 1， 故 @@ 式 不 成 立 , 于 是 产生 了 矛盾. 所 以 , c, a, 5 不 能 组 成 
等 差 数 列 . 

(4) 如 果 h,b,5 能 组 成 等 差 数 列 , 则 22 = 有 +S. 有 

\30 一 司 t+ =(nt+1N3m 一 癌 =4n S30nt+1)Y (nk )=16n 


设 ( no0, ko ) 是 不 定 方程 的 一 组 正 整 数 解 , 则 有 

3 (nt+1Y (no—ko )= 16n0 @ 
由 @ 式 知 , 3| 16no>, 而 (3, 16 )= 1, 故 3|no”， 又 3 是 素数 ， 所 以 ,3| mo. 令 n0 = 3n 

于 是 , 有 3(3n1+1) (ni—ko) = 16xn1 

= (3m+1)Y (nko)= 16x3n ee © 

3(3n+1Y (nko), S33nt+1)Y ko, 而 (3,3n+1)=1, 

故 3| io， 又 3 是 素数 , 所 以 , 3| ko. 令 避 = 3 于 是 @ 式 可 化 为 

(3n+1Y (nn —k)=16x3n, S33nt+1)Y mk)= 16n @ 

过 3|16n1, 因 (3,16)=1, 故 3|n1, 又 因 3 是 素数 ,所 以 3|n, 令 n1= 3n2, 于 是 , @ 式 
化 为 3(9ns+ 1 (9n2—ki)= 16x9n> 

=> (m+1) (9 nk)=16x3n ee @) 

一 3|(m+1Y neh) 3|(m+1Yk, 而 (3, n+1)=1, 

故 3| 如 ,又 3 是 素数 , 所 以 , 3| 石 . 令 刀 =3ko, 于 是 @ 式 可 化 为 

(n+1Y (9n2—)= 16x3n2 ,S32+1) nk) = 16n2. 

如 此 继续 下 去 , 3| no, 3| 过 3 n0, 33 各 之 ……… 一 34|170 3 0S 
其 中 4d e N'. 由 无 穷 递 降 法 可 知 , mo = 0, 如 = 0， 这 与 mro, 6 是正 整数 矛盾 . 故 不 定 方 程 
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3 (n+t+1》(m 一 户 )= 162 无 解 . 所 以 ,h,b,S 不 能 组 成 等 差 数 列 . 


七 . 研究 的 延伸 


从 三 角形 到 多 边 形 ， 从 平面 图 形 到 空间 图 形 ,这 是 研究 的 一 种 自然 延伸 .为 了 研究 的 需要 ， 


先 给 出 下 面 的 定义 : 
1. 各 边 为 正 整 数 ， 面 积 也 是 正 整 数 的 多 边 形 称 为 Heron 多 边 形 . 
2. 各 校 为 正 整 数 ， 各 面 为 正 整数 ,体积 也 为 正 整数 的 的 多 面体 称 为 Heron 多 面体 . 
探究 12. 如 果 两 个 heron 三 角形 有 
heron 四 边 形 . 怎样 构造 出 heron 四 边 形 四 边 的 通 式 ? 
假设 如 图 就 是 两 个 peronmnA4BD, ABCD 拼接 起 来 的 heron 四 边 形 ABCD. 


WT 
汤 


条 边 长 相等 , 依靠 这 条 相等 的 边 , 很 容易 拼接 成 一 个 


在 人 ABD 中 , 由 正弦 定理 有 ， A 
BD AB AD 
sinp sing ~ sin(@a+pB)’ 
如 果 令 tan3 = ;5, 由 =1, 与 1 都 是 有 理 数 . 则 六 D 
BD AB | AD ~ / 
21 25s 21 1s 24 1 一 疙 
1 十 区 1+s 1+fF 1+is 1 1+y 1+7 C 
BD AB 加 
21( 1+s) 2s(1+ 门 
AD 
21( 1—s)+2s(1—t) 山 
在 人 ACD 中 ,由 正弦 定理 有 ， 
BD CD CB 
Siny sin@ sin( y+0) 
0 
如 果 令 tan =p, tanr7 =4,p 与 4 都 是 有 理 数 . 则 
EE RE a 加 
2p(1+g) 2g(1+p) 2p( 1—q )+2g(1—p’) 
ee BD AB AD 
HH A NT 
tp(1+s (1+g) sp(1+7)(1+g) p(1l+qg [i 1—s)+s(1—A)] 
二 加 有 BD CD BC 
中 | 
tp(1+s )(1+g) tal+s)(1+p) tl1+s)[p(1—q) +g(1—p)] 


AB 


BC 


CD 


PD pl1+7NI+g) Hl+s) [pl—g) tq (lp ta(l+sd (1+p) 


sp(1+r )(1+g ) 
AD 


(1+s)lp(1—g)+g(1—p)] 


~ p(1+g [tA1—s)+s(1—)] 
存在 正 整 数 K, 使 heron 四 边 形 ABCD 的 四 边 可 表示 为 
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AB= Ksp(1+r \(1+g) 

BC=Ki(1+s )[p(1—g )+a(1—p)] 

CD= Ktq( 1 +s (1+p’) 

AD= Kp( 1+ gt 1—s )+s( 1—)] 


其 中 p,q 均 为 有 理 数 . 


性 
侧 
| 


着 四 边 形 ABCD 为 圆 内 接 四 边 形 , 则 B+ y=- xz 过 全 -x 一 也 二 = 了， 代入 @@ 式 中 
化 简 得 
AB _ BC 
EFI+G) (01+) [7 (9)+a( 1 
CD AD 


tq( 1+s )(1+ 六 ) (1+qg [11—s )+s(1—A)] 


AB BC 
> s+7MA1+9) (1+s)[(1—g)+a( re—1) 
CD AD 


gq(l1+s )(F+1) 一 


(1+g [71—s )+ ss( 1—i)] 
存在 正 整数 M, 使 圆 内 接 heron 四 边 形 ABCD 的 四 边 可 表示 为 
| AB= Ms(1 +r )(1 +g) 


BC=M( + (1—q) + aD)] ......@ 
CD= Ma(l +s  )(ft +1) A 
AD= M(1+ qu(1—s) +s (1—7)] \ 


其 中 % gq 均 为 有 理 数 . 

等 腰 梯 形 一 定 是 一 个 圆 内 接 四 边 形 ， 
若 heron 四 边 形 4BCD 是 等 腰 梯 形 , 则 w=96 二 s= gq. 此 时 ， B C 
存在 正 整 数 N, 使 等 腰 梯 形 ABCD 的 四 边 可 表示 为 : 


AB= Ns(1 +r) 
| BC= NI[t( 1—s’) + s(f—1)] 


是 el 2 1) ee ) 
AD = NIt(1—s’) + s (1—A)] 
其 中 sf 均 为 有 理 数 . 


如 果 令 s = ,了 一 Uv, bfeN,u<v,f<l, (uv)=1,(1,f)=1. 了 N= vf eN, 
则 ® 式 化 为 : 
AB=uw(f*+r) 
BC=1(v—u) +uw (Lf) 
CD (fl G 
AD=1(v—u) +w(f—r) 


此 时 , 根据 @@ 式 ， 可 以 讨论 等 腰 梯 形 的 面积 . 
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BC—AD 


高 达 = 4B 一 ( 


>h=2wlfeN',AD+BC=21(v—u) 
1 
= 7 (AD+BC)h=27f uv(v—u) eN. 
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3) =F ,R= (2 Y 


从 上 述 推导 过 程 也 可 以 看 出 , heron 等 腰 梯 形 的 上 下 底 边 奇偶 性 相同 ， 高 为 正 整数 . 


研究 13: 是 否 存 在 每 个 面 都 是 本 原色 股 三 角形 的 四 面体 . 
四 个 面 都 是 勾 股 三 角形 的 四 面体 只 有 一 种 情况 .如 图 所 示 . 


启 


PK 平面 MNK，PM MN, 因为 KM 是 PM 在 平面 MNK 上 的 射影 所 以 KMJLMN. 因为 


SAMwk 是 6 的 倍数 ， 知 四 面体 的 体积 是 正 整 数 . 
如 果 存 在 每 个 面 都 是 本 原色 股 三 角形 的 四 面体 , 依 图 有 


a +b =r 
P+e=g? 
pte =f 
a +f2=q? 
+p+ce=a? 


显然 ,a,c 为 偶数 , b, 1, 了 ,4d 为 奇数 . 


由 | 


综 上 比较 , 得 


st = mn (1) 
pag=xy (2) 
和 2 2 


5 一 已 = 太一 4 


由 方程 (1 ) 之 sj mn， 因 ( m,n)=1 及 对 称 性 , 不 妨 设 s| m. 令 m 


= 81s, Ss1 EN St=sin, 此 时 , ($s,7)=1,(m,t)=s1. 


同样 ， 由 方程 ( 2 ) =S p| xy， 因 (x,y )= 1 及 对 称 性 , 不 妨 设 p| x. 令 x=pip, pi EN 过 4q= 


piy， 此 时 , (p,y)=1,(x,g)=pi. 
于 是 , 不 定 方程 组 中 的 (3 ), (4), (5 ), (6 ) 四 个 方程 可 化 为 


s—(sin) =p—(py)} (7) 
s+(sn =(pip)—y (8) 
p+(piy) =(55)—n (9) 


(s15) tn =(pip) ty (10) 
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a +b =F, 令 a=2st,b=s ft,l=s +f,(s,t)=1.s>L,s,teN', H 2lst. 
c= 仿 c=2xy, l=x—y ,d=x ty, (xy)=1.x>y,x,yeN,, 且 2| xy. 
由 大 + 号 = 户 令 c=2pq,b=p—q ,f=p +q,(p,49)=1.p>9g,p,4e N,H 2|pg. 


由 a +f?=4d,, 仿 a =2mn,f=m—n’,d=m+t+n,(m,n)=1.m>n,m,neN',2|m. 
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(7 ), (8 ) 两 不 定 方程 , 有 292 = (1+P2) (天 一 轨 (11) 
H(9 ), (10 ) 两 不 定 方程 , 有 2n?=(1+pr)(p*+y”) (12) 

因为 (p,y)=1, 由 (11),(12) 有 (25,2n)=1+p1 寺 1+p1 =2(s,n) 

又 (sn)=1 寺 (型 )=1 寺 1+pr=2 坊 pi=1. 此 时 ,x=p,y=g. 则 由 不 定 方程 
(3),(4) 有 


Er 


Er 


Fp 
| pt 


?= 一 了 

故 不 存在 每 个 面 都 是 本 原 勾 股 三 角形 的 四 面体 . 

如 果 将 四 面体 补 形 ,容易 得 到 一 个 长 方 体 . 这 个 长 方 体 与 完全 长 方 体 有 关联 .《 数 论 中 未 
解决 的 问题 》( 中 文 版 第 二 版 ) 第 221 页 介绍 了 完全 长 方 体 后 , Martin Gardner 问 是 否 存在 棱 长 、 
面 对 角 线 长 、 体 对 角 线 长 均 为 正 整数 〈 或 有 理 数 ) 的 完全 长 方 体 . 这 个 问题 是 数论 中 一 个 长 
期 悬而未决 的 问题 . 我 在 此 研究 的 其 实 是 : 相 邻 三 棱 长 两 两 互 质 的 完全 长 方 体 是 不 存在 的 ! 如 
果 能 够 解决 相 邻 三 棱 长 中 有 两 条 不 互 质 的 完全 长 方 体 也 不 存在 , 则 整个 完全 长 方 体 问题 将 得 
到 解决 ! 
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